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Prof. Dr. H. Maurer WS 97/98

Ubungen zur Vorlesung Numerische Mathematik I

Ubungsblatt 1 , Abgabe: Di, 28.10.1997, 11.00 Uhr

Ubungstermine: WMW, Miz,j;'/.?z“ Spche : Tovbo
A3,

Gruppe 1: Fr. 9.00-11.00 Uhr SR4 BK 41
Gruppe 2: Fr. 9.00-11.00 Uhr SR5 BK 42
Gruppe 3: Fr. 13.00-15.00 Uhr SRC BK 43
Gruppe 4: Fr. 13.00-15.00 Uhr SR4 BK (62

Die in den ersten beiden Aufgaben geforderten Informationen sollen mit Hilfe von Ta-
bellenwerken, Biichern, Zeitschriften oder Computern (Netscape) in der Mathematischen
Bibliothek, der Rechenzentrumsbibliothek oder der Bibliothek des Institutes fir Numeri-
sche und instrumentelle Mathematik gefunden werden.

In jedem Fall muf} die Quelle zitiert werden.

Aufgabe 1: (1+1+2+1 Punkte)

(a) Wie lautet die kleinste Primzahl, die grofer als 8.000.000 ist?
Wie lautet die grofite Primzahl, die kleiner als 8.000.000 ist?

(b) Was ist die Strouhal Nummer?

(c) Nennen Sie eine NAg-Routine zur Optimierung einer quadratischen Funktion mit
linearen Nebenbedingungen. Beschreiben Sie die Routine und die Parameter.

(d) Nennen Sie 2 Biicher zum Thema “ Operations Research”, die nach 1985 erschienen

sind.
Aufgabe 2: §2 Punkte) m«p/Cl nt (J—;ﬁ (c'k’ij/v(@?? (4., Z/, X0 A
Bestimmen Sie . vl - ’ )
P e S
I VT—2"¢ '

Aufgabe 3: (3 Punkte)
Fiir

2 -1 2 6
A=11-2 3], b:=|6
3 3 -1 6

bestimme man die Losung z der Gleichung Az = b mit Hilfe des Gauflschen Eliminati-
onsverfahrens exakt “von Hand”.



Prof. Dr. H. Maurer WS 97/98

Ubungen zur Vorlesung Numerische Mathematik I

Ubungsblatt 2 , Abgabe: Di, 04.11.1997, 11.00 Uhr

Ubungstermine:

Gruppe 1: Fr. 9.00-11.00 Uhr SR4 BK 41
Gruppe 2: Fr. 13.00-15.00 Uhr SRC BK 43
Gruppe 3: Fr. 13.00-15.00 Uhr SR4 BK 62

Aufgabe 5: (3+1 Punkte)

Firo, B€R, -1 <a < 1selen P Habin f(LQ

a 1 0 0
A=|102] , b=|1].
1 8 4 1

(a) Berechnen Sie mit Spaltenpivotsuche die Zerlegung PA = LR und PA = LDR,
wobei P: Permutationsmatrix, L, R: linke normierte bzw. rechte Dreiecksmatrix
und D: Diagonalmatrix bedeutet.

(b) Losen Sie Az = b.

Aufgabe 6: (1+3 Punkte)
Gegeben sei das LGS

10 2\ (= \_ (2
1 2 ) - 3
(a) Man berechne die exakte Losung.

(b) Man berechne mit 3-stelliger Gleitpunktarithmetik die Lésung durch Gaufielimina-
tion ‘i"’« and

(i) ohne Pivotsuche,

(ii) mit Spaltenpivotsuche.

Geben Sie jeweils die numerisch berechnete Dreieckszerlegung an.

2 17 9
A=14 2 2 |.
2 99

(a) Zeigen Sie: Es gibt eine Permutationsmatrix P, so dafi PA positiv definit ist.

Aufgabe 7: (1+3 Punkte)
Sei

(b) Berechnen Sie die Zerlegung
PA=LL".



Prof. Dr. H. Maurer | WS 97/98

Ubungen zur Vorlesung Numerische Mathematik I

Ubungsblatt 3 , Abgabe: Di, 11.11.1997, 11.00 Uhr

‘Aufgabe 9: (3 Punkte)

8 10 12
T I 9 1 N 3
@ > &2 /. 3 & ®
Iy | g J JAN
A @ 10t @ 15t @ 10 ¢ Hasol
)" ]

Die Figur stellt eine Briicke dar, die linksseitig fest montiert und rechtsseitig auf einem
beweglichen Geriist gelagert ist.

Die Knotenpunkte (1) bis (8) sind statische Gleichgewichtspunkte, d.h. die Summe der
in z-Richtung wirkenden Krifte F. ist dort gleich Null, ebenso wie die Summe der in
y-Richtung wirkenden Krifte F. :

Stellen Sie das zugehérige Gleichungssystem fiir die Kréfte f, bis fig auf; indem Sie die
Gleichgewichtszustinde der Knotenpunkte ausnutzen. Beachten Sie hierbei, dafl durch die
feste Verankerung von Knotenpunkt (1) zwei Gleichungen entfallen und fiir Knotenpunkt
(5) nur eine Kraftgleichung in z-Richtung bendtigt wird.

Beispielsweise gilt fiir den Knotenpunkt (3):

0 = SF, = —afy — fo + afu + fi
0 = SF, = afy — fio + du + 15

mit o = sin(45°).

Aufgabe 10: (2 Punkte)

Betrachten Sie die Matrix

O =
\—/

o

|

Fir welche ¢ € R ist A positiv definit?

_ =0
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Ubungen zur Vorlesung Numerische Mathematik I

Ubungsblatt 4 , Abgabe: Di, 18.11.1997, 11.00 Uhr

Aufgabe 13: (2 + 2 Punkte)
Formen Sie die Ausdriicke

~ -

(a) 1422 2—z2 RN -2 P -

Y= %5z T2 - 1,

(b) y = z—;:ianx
so-um, daf fiir kieine (positive) z keine Ausldschung auftritt.

Aufgabe 14: (2 + 1 Punkte)
Sei f: R — R gegeben durch f(z, z2) = cos(z;) cos(zs).

(a) Bestimmen Sie die Verstirkungsfaktoren ky;(z), i = 1, 2.

(b) Seiz=1zx+ AZ eine Niherung von z = (1.570796, 1.570797) mit [Az;] < 0.005.

Schétzen Sie mit Hilfe der Verstirkungsfaktoren den relativen Fehler von f ab.

Aufgabe 15: (4 Punkte)
Der Ausdruck y = én(z — /22 — 1) soll fiir z = 40 berechnet werden. Die Wurzel
w = v/x? — 1 werde hierbei einer 5-stelligen Tafel entnommen: '

w = V1599 =~ 39.987 .
g - l\ i
- 33956 43807

(a) Wie grof§ wird der absolute Fehler?

(b) Man stabilisiere den Ausdruck durch Umformung und bestimme den absoluten Feh-
ler bei der Auswertung des umgeformten Ausdruckes.

Hinweis: Betrachten Sie geeignete Funktionen f(w) mit w = v/z? — 1.

Aufgabe 16: (4 Punkte)
Man berechne die den Normen

n .
Izl =2 1z, llzlle = max |z
i=] - ..

zugeordneten Matrixnormen.



Aufgabe 17: (Programmieraufgabe)

Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung von

Q

— = 1.644934066848 .

?»*|H

(a) Warum erhalt man bei einfacher Genauigkeit ein Ergebnis, das nur auf 4 Stellen mit
dem exakten Ergebnis iibereinstimmt, wenn man die Summe

ﬁ’: 1
k=1 k2

fiir hinreichend groBes NV betrachtet? Bestimmen Sie das kleinste N , ab dem keine
weitere Verdnderung in der Summe auftritt.

(b) Verbessern Sie den Algorithmus, indem Sie in umgekehrter Reihenfolge summieren,

d.h. die Summe
11

mit geeignetem .V bilden. Bestimmen Sie N experimentell derart, daf§ der verbes-
serte Algorithmus einen auf 6 Stellen genauen Wert liefert.
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Aufgabe 18: (3 Punkte)
Sei

-(33)

Berechnen Sie cond(A) fiir die Normen || - [l1, || - ll2, 1| - ll7s || * lloo-

Aufgabe 19: (2+2+1+1 Punkte)
Mit || - || werde eine Vektornorm des R" und die zugeordnete Matrix-Norm bezeichnet.

Beweisen Sie:

(a
(b

) [ABJl < [|A[l || B

) cond (AB) < cond(A)cond(B)

(c) condz(A) =1, wenn A orthogonal

(d)  conda(UA) = condy(A), wenn U orthogonal

Aufgabe 20: (4 Punkte)
Berechnen Sie mit dem Householder-Verfahren (Handrechnung) die Losung des LGS

Az = b mit
1 00 1
A=|2 1 0], b=|31|.
2 11 4

Aufgabe 21: (Programmieraufgabe)

Schreiben Sie ein Programm cond(A,n) zur Berechnung der Konditionszahl einer re-
guléren (n,n)-Matrix A zur Norm || - ||. Testen Sie Ihr Programm an der Matrix

0.39412 0.51176 0.62941 0.78824
0.52857 0.67143 0.81429 0.74286
0.46842 0.62634 0.52105 0.46842
0.48462 0.63846 0.56154 0.48462
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Aufgabe 22: (3 Punkte)
Bestimmen Sie die lineare Ausgleichsgerade y = o + St zu den MeBwerten

;=111 2
:(3.9(1]-1.1

Aufgabe 23: (3 Punkte)
Berechnen Sie unter Verwendung der Normalgleichung die optimale kubische Funktion
y = ot + St zu den MefSpunkten

- | —-2(-1(1
yi|—2(0.71.7

Aufgabe 24: (14243 Punkte)

a) Seien A, B € Mat(n x m; R), zeigen Sie:
Ist B “geniigend klein” gegeniiber A, so ist L= Lows .
[(A+B)T(A+B)]™' ~ (I - (ATA)"{ATB + BTA])(ATA)! .
Hinweis: (I + F)~! ~ I — F, wenn F “klein” gegeniiber 1 ist.
b} Es sei das lineare Ausgleichsproblem

= min [ly — Azlz

......... gegeben. Zeigen Sie, daf fiir kleine Storungen AA und Ay in A und y fiir den Fehler
Az die folgende Abschitzung gefunden werden kann:

Az ~ —(ATA)HATAAz — AAT (y — Az) — AT Ay]

c¢) Zeigen Sie: Fiir eine geeignete obere Dreiecksmatrix R kann fiir den relativen Fehler
die folgende Abschitzung gefunden werden.

Hy—z‘l-'cll)HAAIIJr lvll 1Ayl
122111t Y | P 4

Ay

llll

< cond(R) [(1 + cond(R)



Aufgabe 25: (Programmieraufgabe)
Schreiben Sie ein Programm zur Losung des linearen Ausgleichsproblems i

min{fly — Az|lz |z € R*} fir yeR™

und A (m, n)-Matrix mit m > n. Wenden Sie das Programm in §6 zur QR-Zerlegung von
A auf die erweiterte Matrix (A|y) an. Testen Sie das Programm an den Daten:

1

1 2 3 1 1
A= 10—l , Y= 2 ; z=] — 05 ist optimal ,
-1 -2 -1 3 05
1 0 -1 4 )

(b) Bestimmen Sie die Ausgleichsparabel
u(t) = ap + gt + agt®

zu den MeBpunkten:

t; 10.0410.32|0.51[0.73|1.03|1.42|1.61
¥ 12.63]1.18]1.16 | 1.54|2.65]5.41}7.67

Abgabe von Aufgabe 25: Dif18.12.97, 11.00 Uhr \\l
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Aufgabe 26: (4 Punkte)
Ein Versuch mit m Messungen fiihrt auf das lineare Ausgleichsproblem mit A € M(m, n).
A liege in QR-Zerlegung A = QR vor. Es werde

a) ein (erster) Mewert hinzugefiihrt oder

b) der (erste) Meflwert weggelassen.

Geben Sie Formeln zur Berechnung von QR = A

- T T
fiir A=(wA> bzw. A:(E)

unter Benutzung der QR-Zerlegung von A an.

Aufgabe 27: (4 Punkte)

Fir o > 0 sei
z* fir >0

f(:v)={ —|z|* fir z<0.

Sei o > 0 Startwert des Newton-Verfahrens zur Bestimmung der Nullstelle T = 0 von f.

(a) Fiir welche o > 0 konvergiert das Newton-Verfahren?

(b) Zeigen Sie, da das Newton-Verfahren fiir a > %, a # 1, nur linear konvergiert.

Aufgabe 28: (4 Punkte)
Bei der Bahnbestimmung von Planeten ist die “KEPLERsche Gleichung” zu l6sen:

Gesucht wird die “exzentrische Anomalie” T als Losung der Gleichung
2
z = g(z) = esin(z) + %t :

Dabei ist u die Umlaufzeit, ¢ die seit dem Perihelddurchgang vergangene Zeit in Tagen
und e die numerische Exzentrizitit der Bahnellipse. Fiir die realistischen Werte e = 0.1
und %f—t = 0.85 berechne man die ersten 3 Iterationen zur Lésung obiger Gleichung mit
Hilfe a) der Fixpunktiterationen, b) des Newton-Verfahrens, c) der Sekantenmethode “von
Hand”. Geben Sie in jedem Iterationsschritt die Ndherung fiir T an.

(Zum Vergleich: T = 0.9301722932)
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Aufgabe 30: (4 Punkte)
Sei g : R2 — R? die Abbildung mit

_1 2$2 - I1Tp  + 1
9(31,32)—5(17% _ o 13-

(a) Zelgen Sie, dafl die Abbildung g auf der Menge = - .- - -
= [~1,1] x [-1,1] C R? genau einen Fixpunkt T € D be51tzt

(b) Berechnen Sie ! = g(z®) mit z° = (0.5,0.5)T. Wieviele Itera.tlonen k benotlgt man,’ |
um die Genauigkeit ||Z — ¥}joo < 0.01 fiir den Fixpunkt T € D zu erzielen?

Aufgabe 31: (3+5 Punkte)

(a) Konvergenzverbesserung nach AITKEN:
Die Folge {z;} C R sei linear konvergent gegen T € R, d.h. es gelte

T —T=(g+ex)(zx—T), lgl <1, & —0.

Zeigen Sie: Gilt zx # T, so ist fiir geniigend grofies k die Folge

Z =T — (Tkp1 — -’L‘k)2
Tk42 — 2Tl + Tk
erklirt und es gilt
. Zx—T
lim =0.

k—oco Tx—T
Hinweis: Setzen Sie e; = z; — T und iiberlegen Sie

Tk41 — Tk = €k31 — €k, Tk42 — 2Tk41 + Tk = €xy2 — 2€41 + €k -

(b) Verfahren von STEFFENSEN: Sei f € C*(R) und sei T ein Fixpunkt von f von
|f(Z)| < 1. Durch Kombination der Fixpunktiteration zz4; = f(zx) mit dem Ver-
fahren von AITKEN in (a) erhilt man die Iteration

(f(zx) —z)?
F(f(zx)) — 2f(zx) + 76
Zeigen Sie, daf dieses Verfahren (mindestens) die Ordnung p = 2 hat:
Hinweis: Sei 0.E. T = 0. Benutzen Sie f(z) = f'(0)z + O(z?) und zeigen Sie
g9(z) = O(2?).

Berechnen Sie z; (k = 0,1,2,3) fiir die Iterationsfolge Zr+1 = g(zx) = exp(—z4),
Tg — 0.55.

Tr41 = g{Tx) = Tk —
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Aufgabe 34: (4 Punkte)
Berechnen Sie mit dem Verfahren von Maehly die beiden gréften Nullstellen des Polynoms

p(z)=2° -7 +62—-2.

Aufgabe 35: (3 Punkte)
Fiir das Polynom p(z) = z* — 7z® — 922 + 5z + 2 berechne man mit Hilfe des HORNER-

Schemas die Ableitungen p{(z,), i =0,1,2,3,4, an der Stelle 7o = _%,

Aufgabe 36: (4 Punkte)
Zur Lésung des LGS

(oo %) (2)=()

fiihre man ausgehend von z° = ( ; ) zwei Schritte des Gesamt- und Einzelschrittverfah-

rens durch.

Aufgabe 37: (4 Punkte)
Sei A eine (m,n)-Matrix mit n < m und rang(A) =n. Sei 0 < r < ;27, wobei o? der
1

grofte Eigenwert von AT A ist.

Zeigen Sie: Die Iteration
g* D = ) _ AT (Az®) — 4)

0)

konvergiert fiir jede Wahl von z(%), y gegen eine Losung des linearen Ausgleichsproblems

min . ly — Az -

Bitte denken Sie an die Abgabe der Programmieraufgabe 33.
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Aufgabe 37: (4 Punkte)
Sei A eine (m,n)-Matrix mit n < m und rang(A) = n. Sei 0 < r < %, wobei o} der
1

groBte Eigenwert von AT A ist.
Zeigen Sie: Die Iteration
g* D = &) _ r AT (Az® — )
konvergiert fiir jede Wahl von z(?), y gegen eine Lésung des linearen Ausgleichsproblems

min ||y — Az||2 .
z € R"

Aufgabe 38: (3+1 Punkte)

Betrachten Sie zu
1 -1 1 1
A= -1 20 , b= 1
1 0 5 6

das Gesamtschrittverfahren z5+1) = Cgz¥) + d mit C¢ = ~D~'(L + R), d = D~ 'b.

(a) Uberlegen Sie, daB das starke Zeilensummenkriterium nicht erfiillt ist. Zeigen Sie,
daBl das GS-Verfahren konvergent ist. Berechnen Sie dazu p(Cg).

(b) Berechnen Sie z() mit 2(® = (0,1, 1)7.

Aufgabe 39: (4 Punkte)
Seien Cg = —D7}(L + R), Cg = —(L 4+ D)"'R die Matrizen des Gesamt- und Einzel-
schrittverfahrens.

Man zeige: Falls
> lawd <laal, i=1,...,n,

ki

so gilt
”CE”oo < ||CGHoo <l. C s

Hinweis: Fir z € R", y:= Cgz zeige man induktiv .

M
e
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Aufgabe 41: (2+2+3 Punkte)
Sei p € II3 das Polynom, das die Funktion f(z) = /z an den Stiitzpunkten z, = 0,
Ty =1, 2o = 4, 3 = 9 interpretiert.

(a) Bestimmen Sie p mit der Formel von Lagrange.
(b) Bestimmen Sie p mit der Newtonschen Interpolationsformel.

(c) Das Polynom p, € II, interpoliere f(z) = 1/ in den Knoten 1, 2, 3. Geben Sie eine
Abschétzung fiir den Interpolationsfehler im Intervall [1, 3].

Aufgabe 42: (2 Punkte)
Sei p € [1, das Interpolationspolynom zu gegebenen Stiitzwerten

JIJ' —1 0 2
fil—21-3] 1

Berechnen Sie mit dem Algorithmus von Neville zu z = 1 den Wert p(z).

Aufgabe 43: (5 Punkte)
Der Streckenzug s(z) interpoliere f(z) = ¢n(z) in den &quidistanten Knoten z; = 2 + th,
h=1/n, i=0,...,n, d.h.

s(z)y=01-¢t) -fn(z;) +t-In(ziz1), z:<z<2ip1, t=(x—z)/h.
Bestimmen Sie ein moglichst kleines n so, daf

max |s(z) — ¢n(z)| < 1073,

2<zL3

Hinweis: Restgliedformel fiir z; < z < z;4;.

Bitte denken Sie an die Abgabe von Aufgabe 40.

KLAUSUR: Mittwoch, 11. Februar 1998, 13:15 - 16:30 Uhr,
Hoérsaal: M 2,

Bitte bringen Sie Ihren Studentenausweis zur Klausur mit.

Erlaubte Hilsmittel: Vorlesungsskriptum (zusammengeheftet),

keine Ubungsaufgaben!
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Aufabe 1: (GAUSS-Elemination)

Gegeben seien
2 17 9 10
A=14 2 2], b= 3
2 9 9 10

(a) Berechnen Sie mit Spaltenpivotsuche die Zerlegung PA = LR und PA =
LDR.

(b) Losen Sie: Az =b

(c) Uberlegen Sie, daB PA positiv definit ist und berechnen Sie die Zerlegung
PA=LILT.

Aufgabe 2: (Cholesky-Zerlegung)
Berechnen Sie explizit die CHOLESKY-Zerlegung A = LLT der 2 x 2-Matrix

(52

Sei @ = 2 und ¢ = 8. Fiir welche b ist A positiv definit?

Aufgabe 3: (Kondition und Norm)

Sei 4 s
a=(43).

Berechnen Sie cond(A) fiir die Normen ||« [|1, ||-ll2, |- llrs |- lloo-

Aufgabe 4: (QR-Zerlegung, Householder-Verfahren)
Berechnen Sie mit dem Householder-Verfahren (Handrechnung) die Lésung des

LGS Az = b mit
0 0 1
A= 10 , b= 2 ].
11 3

1
1
1



Aufgabe 5: (Lineares Ausgleichsproblem, QR-Zerlegung)
Berechnen Sie die Lésung £ € R des linearen Ausgleichsproblems (m =2, n =

1)
. 1 1

mittels

(a) der Normalengleichungen
(b) der QR-Zerlegung von A.

Bestimmen Sie jeweils das Residuum.

Aufgabe 6: (Lineares Ausgleichsproblem)
Durch die Meflpunkte

t; |0|1]4
y,-234

soll eine Ausgleichsfunktion u(t) = a + 8v%, «,8 € R, gelegt werden. For-
muliere das zugehdrige lineare Ausgleichsproblem und berechne die optimalen
Parameter «, 8.

Aufgabe 7: (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei g : R? — R? die Abbildung mit

1 (2 — ziz2 + 1

(a) Zeige, daB die Abbildung g auf der Menge D = [-1,1] x [-1,1] C R?
genau einen Fixpunkt Z € D besitzt.

(b) Berechne z! = g(z°) mit 2° = (0.5,0.5)7. Wieviele Iterationen k benétigt
man, um die Genauigkeit ||Z — 2*|]c < 0.01 fiir den Fixpunkt Z € D zu
erzielen?

Aufgabe 8: (Iterative Lésung linearer Gleichungssysteme)
Sei A eine symmetrische positiv definite (n,n)—Matrix und sei b € R". Zur
iterativen Losung des LGS Az = b betrachte man das RICHARDSON-Verfahren

g+ = (®) _ Ax(®) 4 p,

Zeige: Dieses Verfahren ist genau dann konvergent, wenn Apmqz(A4) < 2.



Aufabe 1: (GAUSS-Elemination)
Teil (a):

01 0\ /2 17 9 1 0 0\ /4 2 2
PA=LR: (1 0 0) (4 2 2):(1/2 1 0) (0 16 8)
00 1/\2 9 9 1/2 172 1) \o 0o 4
0 1 0\ /2 17 9 1 0 0\ (4 0 0\ /(1 1/2 1/
PA=LDR: (1 0 0) (4 2 2):(1/2 1 0) (0 16 0) (0 1 1/
00 1/\2 9 9 1/2 1/2 1)\o 0o 4/\0o 0o 1

Teil (b):
Durch Riickwartselemination:

+=(s77)

Teil (c):

tTPAz = 2TLDLTz = (LT2)TD(LTz) = yTDy > 0
) 2 00
L=11 40
1 2 2

Aufgabe 2: Nach Cholesky-Algorithmus:

Ja 0
L=
SR



Nach Determinantenkriterium miissen a und c¢—b6%/a gréfier als 0 sein. Dieses
deckt sich mit der erhaltenen Matrixstruktur. Fiir a = 2 und ¢ = 8 ergibt
sich: |b| < 4.

Aufgabe 3: (Kondition und Norm)
Die Inverse A~! zu A lautet

1_ (-6 5
e (73
Damit lassen sich die Konditionen berechnen zu:

condi(A) = ||A|l1 - |47} = 11- 11 = 121,

condy(A) = ||Allz - |Al2 = /51 + 10v/26 - /51 + 10+/26 = 51 + 10v/26
~ 101.99,

condg(A) = | Allr - | A1} = /T3 - VTOZ = 102,

condeo(A) = ||Alloo - [][A™ oo = 11 - 11 = 121.

Aufgabe 4: (QR-Zerlegung, Householder-Verfahren)
Folgende Losungen sind alle auf die Darstellung a+by/c (a beQ, cel)
genormt. Der Ausdruck i \/— 158t sich z.B. umformen zu % — \/— 3. Wie? So:

ﬁg=m+y\/_=>1=(3m+3y)+(:v+3y)\/—=>{32125;(1)}
Ui = U
= 1 = 1 :
y=—3 y=—7%
I N L0 o
Q1=(—%\/§ %-i—é\/?—) —%-I—é\/g), Q2=(0 —%\/§ —%\/i)
-3 —-i+3 1+L3 0 -3v2 V2
13 LJe 0
@ ergibt sich damit qu=Q1-Q2=(——\/— ~1/6 %\/i)
NI N
-v3 -2/3 -L3 —-2/3
R:( 0 —3v6 — 6), c=QTb=(—%\/§).
0 0 V2 3V2

2



Die Lésung des Gleichungssystems Az = b bzw. Rz = ¢ (z = (z; 25 z3)7)
ist dann

=B () =1, m () (310) -
o= (~2v3+3vE+2vE) / (-VE) =1

Aufgabe 5: (Lineares Ausgleichsproblem, QR-Zerlegung)
zu (a): Lésung der Normalengleichung AT Azy = ATy:

a4t a(})-
()-(4)

zu (b): @ R-Zerlegung von A:

= Residuum r =

2
VB VB
3
— | V5 _ 1| 4
o= (2 )= r =il -
NG
und 2o= R-'hy =5 (- %) = ¢

Aufgabe 6 :
Zur Formulierung des linearen Ausgleichproblems werden bendtigt:

005‘9 1 0 N 2
A=11 Vi|=]|1 1],z= y=1|3].
2 %)-(33) =)o)

Die Losung des linearen Ausgleichsproblems

1 0 o 2
mig 42—yl = min {1 1] (5)- AL

1 2

3



wird mittels der Normalengleichung AT Az = ATy geldst zu

(5)-()

Damit ergibt sich die Ausgleichsfunktion zu u(t) = 2 + V/%.

Aufgabe 7 :
a) Die Voraussetzungen des BNFS sind erfiillt, da

(1) D abgeschlossen,

(2) wegen

und |}I(x?—x2+2)l <1 VzeD

A

1
|Z($2 —z1z3+1)| <

gilt: g(D) C D.

(3) g kontrahierend, da D konvex, g diffbar mit

l/—2z, 1—2z 3
! — 2 1 m ! _ Y _
g (123) 4 ( 21231 -1 ) und :ceai%( ”g (x)”w 4 7< L

Damit hat ¢g genau einen Fixpunkt in D.
b))z = (&, £)T und die a priori Abschatzung des BNFS ergibt, dafl weitere
16 Iterationen bendtigt werden um die gewiinschte Genauigkeit zu erreichen.

Aufgabe 8 :
Betrachte

g®+t) = g®) — A4z®) 4 b= (E - A)z® +b=:Cz® +b

Das Verfahren konvergiert genau dann, wenn p(C) < 1. Da A positiv definit
und damit diagonalisierbar ist, gibt es eine Darstellung mit

A 0
A:S( )ST,
0 An



wobei A; > 0 die Eigenwerte der Matrix A sind und S eine orthogonale
(n x n)-Matrix ist. Damit gilt:

A\ 0
C’=E—A=SEST—S( )ST
0 An

AL 0 1—-X 0
0 An 0 1—-X,

Auf der Diagonalen stehen die Eigenwerte von C. Der Spektralradius p(C)
ist der Wert des betragsmifig grofiten Eigenwertes von C. Damit gilt:

aeey

S0<N<2 Vi=1,..,78 Ana(A) < 2.



Aufgabe 1:

2. 5 1) -7
A= 4 2 2 , b= 6] .
2 17 5 -1

{a) Bestimmen Sie mit Spaltenpivotsuche die Zerlegung PA = LDR, wobei
P: Permutationsmatrix; L, R: linke bzw. rechte normierte Dreiecksma-
trix und D: Diagonalmatrix bedeuten.

{b) Berechnen Sie die Losung des LGS Az =b.

ic) I.7berlegen Sie_z, daB P A positiv definit ist und bestimmen Sie die Zerle-

gung PA=LL7.
(8 Punkte)

Aufgabe 2:

Seien .

:l:(g f) mit .4-1=('; _g) , b=(g) , ;=(i).
:a) Berechnen Sie die Kondition cond(A) fiir die Normen || - || und || - ||>.
b Fiir Naherungen .Ai, 5, Z von A, b, z gelte

Ar=b mit JA- Allx <0.02.
Wie groB darf der Fehler b — b|| sein. damit " — r'. < 0.5 gilt?
7 Punkte)
Aufcabe 3:
[0 die MeGpunkte
t, 4 O 1 1
Yo i 2 3 4

soli eine Ausgleichsfunktion u(t) = a + 3v?, a, 8 € R, gelegt werden.
Fo-mulieren Sie das zugehdrige lineare Ausgleichsproblem und berechnen Sie

die optimalen Parameter a, .

(5 Punkte)



Aufgabe 4:
Sei g: R? 5 R? die Abbildung mit

102 = 2z + 1
4(:"1’:2)7: Z ( :x:f - I3 + 2/
(a) Zeigen Sie, da8 die Abbildung g auf der Menge
D =[~1,1] x [~1,1] C R? genau einen Fixpunkt Z € D besitzt.

(b) Berechnen Sie z! = g(z°) mit z° = (0.5,0.5)T. Wieviele Iterationen k
benétigt man, um die Genauigkeit ||Z - 2%}, < 0.01 fiir den Fixpunkt
T € D zu erzielen?

{6 Punkte)

Aufgabe 5:

Sei A eine symmetrische positiv definite (n,n)-Matrix und sei b € R™. Zur
iterativen Losung des LGS Az = b betrachte man das RICHARDSON-
Verfahren

5D = 2B _ gk +b.

Zeigen Sie: Dieses Verfahren ist genau dann konvergent, wenn Amax(A4) < 2.

{4 Punkte)

Aufgabe 6:

{ai Das Polynom p € []; interpoliere die Funktion f(z) = =% in den
Kneten zg = —1,z; = 0. £ = 2 und z; = 3.

Berechnen Sie die Koeffizienten des Interpolationspolymoms p in der
Newton'schen Darstellung.

ib} Das Polynom p, < [, interpoliere die Funktion f(z) = e ix Intervall
10,2 in den Knoten z, =i- 2, i=0.1... .. n.

Zeigen Sie: ’}Lu’lc pr — fil< = 0.

15 Punkre)




Aufgabe 7:

Nachfolgend ist ein aus zwei Teilen bestehendes Fortran-Programm aufgeli-
stet. Beantworten Sie fiir jeweils beide Programmteile die folgenden Fragen:

(a) Welches numerische Verfahren wurde programmiert?
(b) Welches urspriingliche mathematische Problem wird gelost?

Hinweis: In der Programmiersprache Fortran entspricht ein Ausdruck A.gt.B
der logischen Bedeutung A > B.

(5 Punkte)

PROGRAM Aufgabe_ 7
dimension x(3),y(3)

C----- Te1l A--c-mmmm e e
xn = 3.0EQ
100 xa = xn

xn = xa-(xa*xa-2.0EO*xa)/(3.0EOsxa-4.0E0)

if (abs(xa-xn).gt.1.0E-8) goto 100
write(¢,%) ’Lcesung :’, xn

C-nnm- Teil Brmmmmmmmmm oo
x(1) = 0.0E0
x{2) = 0.0E0
x(3) = 0.0E0
200 y(1) = x(1)
y(2) = x(2)
y(3) = x(3)

x(1) = (1.0E0-y(2))/2.0E0
x(2) = (-2.0E0+y(1)-y(3))/3.0E0
x(3) = (5.0E0-y(1))/2.0E0

vn = sqrt(x(1)*x(1)+x(2)*x(2)+x(3)*x(3))
va = sqrt(y(1)*y(1)+y(2)*»y(2)+y(3)*y(3))

if (abs(va-vn).gt.1.0E-8) goto 200
write(#,*) ’Loesung :’,x(1), x(2), x(3)

stop
end



"AUFGABE 1: Der Ausdruck y s &n (x - /x%-1 ) (= arcosh(x) )

soll flir x = 30 berechnet werden. Die Wurzel werde hierbei
einer S-~stelligen Tafel entnommen:

/899 &~ 29,983
(a) Wie groB wird der absolute Fehler? (3 Punkte)

(b) Man stabilisiere den Ausdruck und bestimme den absoluten
Fehler bei Auswertung des umgeformten Ausdrucks.

(2 Punkte)

Hinweis: Man flhre fir die Funktion vy = y¢(z) eine Fehler-
analyse durch, wobei 2z die gerundete Variable ist.

AUFGABE 2: Sel

6 18 30
A = 18 57 96
30 96 163

(a) Bestimmen Sie die Zerlegungen A = LR und A = LDR.
(2 Punkte)

(b) 2eigen Sie, daB A positiv definit ist. Bestimmen Sie die
Choloaky~Zorlegung A = LLT (naghdenkeni} und schreiben

Sie xTAx, X € ma, als Summe von Quadraten,
{3 Punkte)

AUFGABE 3: Die Matrix A = (aik) sel diagonaldominant:

iii fagl < laggl ' i=1,...,n .
(a) Man zeige: A 4ist reguldr und A besitzt eine LR~Zerlegung
A = L*R.
{3 Punkte)

(b) Man gecbe einc méglichst gute Abschdtzung fir uA'lnm an.

{2 Punkte)
Hinweis: A =D(I + F), D = diag(aii).

AUFGABE 4: Die Funktion f(x) = xz-xz-x—l hat die einzige
positive Nullstelle x = 1.839 ...

Man konstruiere eine Iterationsfunktion g (ohne Benutzung
von X), so daB die Iteration Xpep1 = g(xk) fiir jeden Start-
wert x, 2 0 gegen X konvergiert.

Hinweis: Benutze (x + %)2 < x2 + x + 1.

{5 Punkte)
AUFGABE 5: 2ur L8sung des LGS
1 0.2 Xy - 2
0.1 1 Xy 1
fllhre man ausgehend von x(o) = (2,1)T zwel Schritte des

Einzelschrittverfahrens durch und schitze den Fehler ab, ohne
die explizite LOsung zu benutzen.

(4 Punkte)

AUFGABE 6:

(a) Berechnen Sie das Newton'sche Interpolationspolynom P(x)
dritten Grades, das die Funktion £(x) = /X' in den Knoten
0, 1, 4, 9 interpoliert. Berechnen Sie P(2) mit einem

Horner-adhnlichen Schema.
(3 Punkte)

(b) Das Polynom P(x) zweiten Grades interpoliere f£f(x) = /X'
in den Knoten 1, 2, 3. Geben Sie eine Abschitzung fiir den
Interpolationsfehler im Intervall [1,3] an.

(2 Punk%e)



Aufgabe 1:

Seien

2 26 11 —13
A=) 4 2 2 , b= 4 | .
2 11 14 3

(a) Bestimmen Sie mit Spaltenpivotsuche die Zerlegung PA = LDR, wobei
P: Permutationsmatrix; L, R: linke bzw. rechte normierte Dreiecksma-
trix und D: Diagonalmatrix bedeuten.

(b) Berechnen Sie die Lésung des LGS Az =b.

(c) Uberlegen Sie, dafl PA positiv definit ist und bestimmen Sie die Zerle-
gung PA=LL".

(7 Punkte)

Aufgabe 2:

Seien
-2 3 -1

Berechnen Sie die Losung z € R? des linearen Gleichungssystems

Az =b,
mit dem QR-Verfahren
(5 Punkte)
Aufgabe 3:
Seien
(85 . _[-35 (13 (1

A~(5 3> mit A _( 5?8) | b—( 8) , x_(l).

(a) Berechnen Sie die Kondition cond(A) fiir die Normen || - || und || - ||2.

(b) Fiir Naherungen A, b, % von A, b, = gelte
Az =b mit |4 - Alle <0.013.
Wie grof darf der Fehler ||b — b||o, sein, damit ||Z — z|o < 0.5 gilt?

(6 Punkte)



Aufgabe 4:
Durch die Mefipunkte

o [

ti €
Vi -1 e |2+¢€

soll eine Ausgleichsfunktion u(t) = at + Bin(t) , o, f € R, gelegt werden.
Formulieren Sie das zugehdrige lineare Ausgleichsproblem und berechnen Sie
die optimalen Parameter «, 5.

(5 Punkte)
Aufgabe 5:
Sei g : R> —» R? die Abbildung mit
_ 1 19 + Sil’l(il?l) + 2
9(z1,72) = 4 ( Tycos(zy) + 373 + 2

(a) Zeigen Sie, dafB fiir ein geeignet zu wihlendes ¢ € R die Abbildung ¢
auf der Menge D = [—c, c] X [—c, ¢] C R? genau einen Fixpunkt besitzt.

(b) Berechnen Sie 2! = g(z°) mit z° = (0,1)7. Wieviele Iterationen k
bendtigt man, um die Genauigkeit ||Z — z*||oc < 1073 fiir den Fixpunkt
T € D erzielen?

(6 Punkte)

Aufgabe 6:
(a) Das Polynom p € []; interpoliere die Funktion

6

f(x)=W

in den Knoten 7o = =1, z; =0, zo = 1 und z3 = 3.

Berechnen Sie die Koeffizienten des Interpolationspolynoms p in der
Newton’schen Darstellung.

(b) Das Polynom p € [], interpoliere die Funktion
f(z) = sin(%x) + cos(%:z:) ,

in den Knoten zo = =2, z; =0, 25 = 2.

Geben Sie eine moglichst gute Abschétzung fiir den Interpolationsfehler
|f(z) — p(z)| im Intervall [1,2].

(6 Punkte)



Aufgabe T:

Das Polynom p,(z) sei rekursiv durch

po(z) = 1,
nE) = -1,
pi(z) = (o —2)pi-i(z) — Blpia(z), ©1=2,3,...

mit oy, B; € R definiert.

Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung einer Nullstelle von p,(z) mit
dem Newton-Verfahren.
Wie sieht die Rekursionsformel fiir p)(z) aus?

(5 Punkte)
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Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 1 , Abgabe: Donnerstag, 29.04.2004, 8.00 Uhr

Ubungstermine:

Gruppe 1: Di. 9-11 Uhr SR1 BK27
Gruppe 2: Di. 11-13 Uhr SR1 BK28
Gruppe 3: Di. 15-17 Uhr SR1 BK29

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Bestimmen Sie fiir die Matrizen

(a) A=wT, wuvelR,
b)) Q=I-2ww?, wTw=1 weR",

(c)

O OO
o= O O
= O O O
oo o -

die Eigenwerte \; und die Vielfachheiten o();) und p(};) des charakteristischen Polynoms
p(A)-

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Sei A eine reelle symmetrische (n x n)-Matrix mit den Eigenwerten A\; > Ay > ... > A,
und den Eigenvektoren zi,...,z, € R*, zlz; = di.

Man zeige: Aj=£%§{yTAy[yTy=1,xfy=0 fir i=1,...,5—1}.

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Bei der Berechnung der Grundfrequenzen und Schwingungsformen eines linearen Schwin-
gungssystems der Form (Bild 1), stellt sich die Aufgabe der Berechnung der Eigenwerte
und FEigenvektoren einer Matrix

c1+ ¢ —Cs 0
A= —C Co+C3 —C3
0 —C3 C3

(a) Berechnen Sie fiir z(® = (1,1,1) mit Hilfe der Potenzmethode 4 Iterationen zur
Bestimmung des gréften Eigenwertes von A.

(b) Bestimmen Sie fiir ¢; = 8, ¢; = 3, ¢3 = 11 den grofiten Eigenwert und zugehérigen
Eigenvektor der Matrix A. Benutzen Sie (a) zur Berechnung einer Naherung und



Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik -

Ubungsblatt 1 , Abgabe: Donnerstag, 29.04.2004, 8.00 Uhr

Ubungstermine:

Gruppe 1: Di. 9-11 Uhr SR1 BK27
Gruppe 2: Di. 11-13 Uhr SR1 BK28
Gruppe 3: Di. 15-17 Uhr SR1 BK29

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Bestimmen Sie fiir die Matrizen

(a) A=wT, uvelR,
b)) Q=1I-2wwf, vwTw=1, weR"

(c)

o o = O
o = o o
= o O O
o o o =

die Eigenwerte ); und die Vielfachheiten o();) und p(};) des charakteristischen Polynoms
p(A)-

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Sei A eine reelle symmetrische (n x n)-Matrix mit den Eigenwerten A\; > Ay > ... > A,
und den Eigenvektoren z1,...,z, € R*, zfz) = 64.

Man zeige: )\jzné%x{yTAy\yTyzl, zfy=0 fir i=1,...,5—1}.
y n

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Bei der Berechnung der Grundfrequenzen und Schwingungsformen eines linearen Schwin-
gungssystems der Form (Bild 1), stellt sich die Aufgabe der Berechnung der Eigenwerte
und Eigenvektoren einer Matrix

c1+ Co —Co 0
A= —Cq Co+c3 —cC3
0 —Cg Csg

(a) Berechnen Sie fiir z(¥ = (1,1,1)7 mit Hilfe der Potenzmethode 4 Iterationen zur
Bestimmung des grofiten Eigenwertes von A.

(b) Bestimmen Sie fiir ¢; = 8, ¢, = 3, ¢5 = 11 den griéfiten Eigenwert und zugehorigen
Eigenvektor der Matrix A. Benutzen Sie (a) zur Berechnung einer Niherung und



Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 1 , Abgabe: Donnerstag, 29.04.2004, 8.00 Uhr

Ubungstermine:

Gruppe 1: Di. 9-11 Uhr SR1 BK27
Gruppe 2: Di. 11-13 Uhr SR1 BK28
Gruppe 3: Di. 15-17 Uhr SR1 BK29

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Bestimmen Sie fiir die Matrizen

(a) A=wT, wuveR,
(b) Q=1I-2ww?, wTw=1, weR",

(c)

o o= O
o = o o
= o o o
oo o=

die Eigenwerte ); und die Vielfachheiten o(};) und p(;) des charakteristischen Polynoms
p(A)-

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Sei A eine reelle symmetrische (n x n)-Matrix mit den Eigenwerten A; > Xo > ... > )\,
und den Eigenvektoren zy,...,z, € R*, zlz; = 6.

Man zeige: )\j:m%x{yTAymTy:l, zfy=0 fir i=1,...,5—1}.
yeRrn

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Bei der Berechnung der Grundfrequenzen und Schwingungsformen eines linearen Schwin-
gungssystems der Form (Bild 1), stellt sich die Aufgabe der Berechnung der Eigenwerte
und Eigenvektoren einer Matrix

C + C2 —C3 0
A= —Co Ca+C3 —C3
0 —C3 C3

(a) Berechnen Sie fiir z(® = (1,1,1)7 mit Hilfe der Potenzmethode 4 Iterationen zur
Bestimmung des grofiten Eigenwertes von A.

(b) Bestimmen Sie fiir ¢; = 8, ¢; = 3, c3 = 11 den grifiten Eigenwert und zugehérigen
Eigenvektor der Matrix A. Benutzen Sie (a) zur Berechnung einer Niherung und



Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 1 , Abgabe: Donnerstag, 29.04.2004, 8.00 Uhr

Ubungstermine:

Gruppe 1: Di. 9-11 Uhr SR1 BK27
Gruppe 2: Di. 11-13 Uhr SR1 BK?28
Gruppe 3: Di. 15-17 Uhr SR1 BK29

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Bestimmen Sie fiir die Matrizen

(a) A=wT, wuveR,
b)) Q@=I-2ww?, vwTw=1 wek,

(c)

o o = o
o = o o
_= o o o
o o o=

die Eigenwerte ); und die Vielfachheiten o();) und p();) des charakteristischen Polynoms
o).

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Sei A eine reelle symmetrische (n X n)-Matrix mit den Eigenwerten A\; > Ay > ... > A,
und den Eigenvektoren zy,...,%, € R*, zfzy = ;.

Man zeige: by =m%x{yTAy lyTy=1,afy=0 fir ¢=1,...,5—1}.
yeR™

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Bei der Berechnung der Grundfrequenzen und Schwingungsformen eines linearen Schwin-
gungssystems der Form (Bild 1), stellt sich die Aufgabe der Berechnung der Eigenwerte
und Eigenvektoren einer Matrix

c1+ co —Co 0
A= —Ca Cco+c¢3 —c3
0 —C3 C3

(a) Berechnen Sie fiir z(¥ = (1,1,1)7 mit Hilfe der Potenzmethode 4 Iterationen zur
Bestimmung des grofiten Eigenwertes von A.

(b) Bestimmen Sie fiir ¢; = 8, ¢ = 3, ¢3 = 11 den grofiten Eigenwert und zugehorigen
Eigenvektor der Matrix A. Benutzen Sie (a) zur Berechnung einer Ndherung und



Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 1 , Abgabe: Donnerstag, 29.04.2004, 8.00 Uhr

Ubungstermine:

Gruppe 1: Di. 9-11 Uhr SR1 BK27
Gruppe 2: Di. 11-13 Uhr SR1 BK28
Gruppe 3: Di. 15-17 Uhr SR1 BK29

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Bestimmen Sie fiir die Matrizen

(a) A=wT, u,veR,
b)) Q=I-2ww?, wlw=1, wekR,

(c)

[en BN en BN BN an ]
o - 0o O
= O O O
oo o

die Eigenwerte ); und die Vielfachheiten o();) und p();) des charakteristischen Polynoms
o(A).

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Sei A eine reelle symmetrische (n X n)-Matrix mit den Eigenwerten A\; > Ay > ... 2> A,
und den Eigenvektoren zy,...,z, € R*, zlz; = d;.

Manzeige; }\jzm%}({yTAylyT'yzl, .’E;-Fy:(] fiir ?:21,...,_7'-—1}.
yeR™

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Bei der Berechnung der Grundfrequenzen und Schwingungsformen eines linearen Schwin-
gungssystems der Form (Bild 1), stellt sich die Aufgabe der Berechnung der Eigenwerte
und Eigenvektoren einer Matrix

c1+cp —Cy 0
A= —C Co+C3 —C3
0 —C3 C3

(a) Berechnen Sie fiir z(O = (1,1,1)7 mit Hilfe der Potenzmethode 4 Iterationen zur
Bestimmung des gréfiten Eigenwertes von A.

(b) Bestimmen Sie fiir ¢; = 8, ¢; = 3, ¢3 = 11 den grofften Eigenwert und zugehdrigen
FEigenvektor der Matrix A. Benutzen Sie (a) zur Berechnung einer Niherung und



Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 1 , Abgabe: Donnerstag, 29.04.2004, 8.00 Uhr

Ubungstermine:

Gruppe 1: Di. 9-11 Uhr SR1 BK27
Gruppe 2: Di. 11-13 Uhr SR1 BK28
Gruppe 3: Di. 15-17 Uhr SR1 BK29

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Bestimmen Sie fiir die Matrizen

(a) A=wT, u,veR,
b Q@=I-2wwl, vTw=1, wek,

(c)

o O = O
o = O O
= o O O
o O O =

die Eigenwerte ); und die Vielfachheiten o();) und p();) des charakteristischen Polynoms
p(A)-

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Sei A eine reelle symmetrische (n x n)-Matrix mit den Eigenwerten A\; > Ao > ... 2> A,
und den Eigenvektoren zi,...,%, € R*, z¥z; = 6.

Man zeige: /\j=m%x{yTAy|yTy=1, sfy=0 fir i=1,...,5—1}.
yeR®

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Bei der Berechnung der Grundfrequenzen und Schwingungsformen eines linearen Schwin-
gungssystems der Form (Bild 1), stellt sich die Aufgabe der Berechnung der Eigenwerte
und Eigenvektoren einer Matrix

ci+cy —cCo 0
A= —Cp Cy+C3 —C3
0 —C3 C3

(a) Berechnen Sie fiir z{¥ = (1,1,1)7 mit Hilfe der Potenzmethode 4 Iterationen zur
Bestimmung des grofiten Eigenwertes von A.

(b) Bestimmen Sie fiir ¢; = 8, ¢ = 3, ¢3 = 11 den gréBten Eigenwert und zugehérigen
Eigenvektor der Matrix A. Benutzen Sie (a) zur Berechnung einer Néherung und
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(Dialog) In[43]:=
Table[ A[3, j] // simplify, {j, 1, 3}]

(Dialog) Out[43]=

{ci+3c§cz+5c1c%+c§ (4cz+c3) ct+4c3+3cacy+2ci+cy (3ca+cy) C1+2(C—;+C3)}
’ &
c?+2cpcy +2ch ! c1 +2cCy +C3

(Dialog) In[46]:=
Table[ EV[3, j] // simplify // MatrixForm, {j, 1, 3}]

(Dialog) Out{46]=

1 _ct+2eycp42cd ct+2cy cp+263
c; C
_ Sy (a2 cyren) 2 (c1+2cr+c3) 23
{ cf+2cy c2+20C% y 1 . _ & ¥2¢+c }
cy C3 c3 €3
cl+2¢) cz+2 ¢} Cy +2 Gz +C3 1

Teilaufgabe (b)

Die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A fiir die angegebenen Werte ¢; lauten:

(Dialog) In[40]:=
B=A /. {cy> 8, c2=> 3, c3-» 11}

(Dialog) OQut(40]=
{{11, -3, 0}, {-3, 14, -11}, {0, -11, 11}}

(Dialog) In[41]:=
Eigenvalues[B]

(Dialog) Out{4l]=
{1, 11, 24}

(Dialog) In[55]:=
EVB = Eigenvectors[B]

(Dialog) Out([55]=
{{3, 10, 11}, {-11, 0, 3}, {3, -13, 11}}
I

Der Eigenvektor zumgroBten Eigenwert A=24 ist der Vektor (3,—13,11).Die Niherung aus (a) liefert fiir j=1,2,3

(Dialog) In(58]:=

Table[ A[3, j}] /. {c1 > 8, c2» 3, c3 » 11} // Sinmplify // N, {j, 1, 3}] A 2732
(Dialog) Out{58]= “o (ecla L%f,{? /
{12.7308, 24.04, 36.}) U aa /

(Dialog) In(59]:=
Table|
EV([3, 3] /. {c1 > 8, ¢2» 3, c3» 11} // Simplify // N // MatrixForm, {3j, 1, 3}]

(Dialog) Out(59]= . Porosalel L Ay 13

1. ~1.73333 3.93939 \// ( AR
{[—0.576923J, { 1. J [-2.27273]} [~3.802 ]

0.253846 -0.44 1.

£
-

Es kommt nicht annidhernd der berechnete Eigenvektor raus, obwohl mit 24.04 eine gute Niherung fiir den berechneten
gréBten Eigenwert rauskommt.

Das liegt vermutlich daran, dass der Quotient vom zxﬂv/@itgréﬁten Eigenwert 11 durch den groften Eigenwert 24 kaum

kleiner als 0.5 ist, deshalb konvergiert / /
k
(%) eher schlecht fiir k — oo gegen 0. . ‘ ; N G FRVRY
s £ H j T S o ‘ ; ;‘*‘l‘f ;:s'»; goc o -
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Aufgabe ¥3

Teilaufgabe (a)

Inf1]:= A= {{cy +e2, -c2, 0}, {-c2, €2 +c3, -c3}, {0, -c3, c3}}

outf1]= {{¢1 +cz, -c2, 0}, {-c2, c3 +c3, -c3}, {0, -c3, c3}}

In[2]:= MatrixForml[A]

Out(2]//MatrixForm=

C1 +C2 -C2 0
-C3 Cz +Ca —C3
0 ~-C3 C3

In{6]:= x[k_] :=A.x[k-1]
In[7]:= x[0] = {1, 1, 1}

out[7]= {1, 1, 1}
Inf18):= x[1] // MatrixForm
Oout[18]//MatrixForm=
C1
0
In{17}:= x[2] // MatrixForm

Out[17}]//MatrixForm=
c1 (c1 +¢2)
-C1 C32
0

In[16]:= x[3] // Simplify // MatrixForm

 Out[l6]//MatrixForm=
2
c1 (¢ + (c1 +c2)?)
-C1 Cz (C1 +2cC2 +C3)
Cy C2 C3

Inf15]:= x[4] // Simplify // MatrixForm

Out(15]//MatrixForm=
c1 (¢l +3cfcy +5¢c1 cd+cd (4cy +c3))
-C1 C3 (9% +4 C% +\3A§:2 C3 + 2\C§ + C1_£_3,,C2 + C3 ))

c1crcy (C1+2 (c2 +C3)) \//
In[19]:= A[k_, 3] :=x[k+1][[31]/ =[k][[j1]

(Dialog) In[44]:=
EV[k_, 5_] :=x[k]} / x[k] [[3]]

Fiir j=1,2,3 nach dem 4. Iterationsschritt lautet die Schitzung fiir den gréBten Eigenwert und den dazugehorigen
Eigenvektor:
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Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 2 , Abgabe: 06.05.2004, 8.00 Uhr

Aufgabe 5: (4 Punkte)
Fiihren Sie die Matrix

12 -1 3
-1 0 -4 1
A= D 2 -1 1
2 2 03

durch Ahnlichkeitstransformationen unter Verwendung von Elementarmatnzen in eine
Hessenberg-Matrix H iiber. Geben Sie H explizit an.

Aufgabe 6: (6 Punkte)

Sei
0 Yo (@)
_ Yo 02 V3
A= .
Tn
O Yo On

(a) Zeigen Sie: X ist Eigenwert von A genau dann, wenn —\ Eigenwert von B ist:

-0 Y2 O
Y2 —0o ")’3
B := 7.
Tn
O Yn "571

‘x

(b) Fiir die Matrix A gelte

8 = —0ns1-s (i=1,...,n),
Y = Ynt2—i (t=2,...,n).

Zeigen Sie: Mit A ist auch —\ Eigenwert von A.
(c) Fiir die Matrix A gelte

0 +0ps1-i=2c , c€R (i=1,...,n),
Yi = Ynd2—i (i=2,-..,n).

Was kann man {iber die Lage der Eigenwerte von A aussagen?
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int n=5;
double *delta, *Gamma,
double *dvector (int,

o, dp;
**dmatri

*q,
int),

double polynom_auswertung (double Xx)

x(int, int, int, int);

{

/* liefert p_n(x), p'_n(x) und g(x) */
int Jj;
double p2, pl, dp2, dpl, temp, fak;
p2 = 1.0;
pl = deltal[l] - x;
fak = -1.0/Gammal2];
ql0] = 1.0;
qll] = pl*fak;
dp2 = 0.0;
dpl = -1.0;
for (§ = 2; 7 <= n; j++) {
temp = —-pl + (deltal[j] - x)*dpl - Gamma[j]*Gammal[j]*dp2;
dp2 = dpl;
- dpl = temp; .
temp = (delta[j] - X)*pl - Gammal[j]*Gammal[]j]*p2;
p2 = pl;
pl = temp;
fak /= —Gammal[j+1];
qlj] = pl*fak; R
} [nd = A&
p = pl;
dp = dpl; 39, PV
} Joo
A&:'ﬁ{iﬁthma{i»w’]
VAR B SO Y
main () { %QJ'QK‘JM
int 3, k;
double *lambda, **x, lambda0O, c = 16.0, eps = 1.0e-10, temp, d;
FILE *erg, *file_box(char*, char*);
delta = dvector(l, n); /* Diagonalwerte */
‘amma = dvector (2, n+l); /* Nebendiagonalenwerte */
—tambda = dvector(l, n); /* Eigenwerte */
g = dvector (0, n); /* Eigenvektor */
x = dmatrix(l, n, 1, n); /* Matrix mit allen Eigenvektoren */

/* Einlesen der Matrix */

for (3 = 1; 4 <= n; Jj++) {
deltal[]j] = ¢ - (j-3)*8.0;
Gamma [3+1] = 2.0;

}

Gamma [n+l] = 1.0;

/* Startwert flir lambda */

+ abs (Gammalj+1]);

lambda0 = abs(deltal[l]) + abs(Gammal[Z2]);
for (3 = 2; J <= n; j++) {
temp = abs(Gammalj]) + abs(deltaljl)
if (temp > lambdaO)

lambdal tenp;

}

/* Bestimmung der ersten Eilgenwerte */

for (j = 1; j <= n/2; J++) {
d = 1.0;
while (fabs(d) > eps) {

polynom _auswertung (lambdal) ;



Lellp TS L.V (Lalnpaav — Lampda [ kK]) ; %4

kK++; 1‘_’—\;%’; " :7,‘7.”}—;' o
} : ’
d = p/(dp-p*temp) ; ﬂéf‘p/f}{ L
lambdal0 -= d; A 2 fyﬂ_“VJj
} Sl L
lambda[j] = lambda0; L /

for (k = 1; k <= n; k++) {
x[k][3] = qlk-11;

}

lambda[n+1-73] = 2*c - lambdaO;

polynom_auswertung (lambda[n+1-3]1);

for (k = 1; k <= n; k++) {
x[k] [n+1-3] = glk-1];

}

/* neuer Startwert */

lambda0 = lambda[3]-0.5;

}

/* Bestimmung des mittleren Eigenwertes */

if (n % 2 == 1) {
lambda[n/2+1] = c;

- polynom_auswertung(c);
for (k = 1; k <= n; k++) {
x[k]l[n/2+1] = glk-11;
}
}

/* Ausgabe */
erg = file_box("Dateiname:", "w");
fprintf (erg, "Eigenwerte:\n");
for (3 = 1; J <= n; J++) {
fprintf(erg, "%13.10g", lambdal[]J]);
}
fprintf (erg, "\n\n");
fprintf (erg, "Eigenvektoren:\n");
for (k = 1; k <= n; k++) {
for (3 = 1; j <= n; J++) {
fprintf(erg, "%13.8g", x[kl{31);
}
fprintf (erg, "\n");

J

return ;



Lligenvektoren:

1 1 1 1 1

0.24270851 ~-3.9927869 -8 -12.007213 —-16.242709
0.02974145 -1.0288002 31 95.144313 197.85475
0.0024415%978 -0.12983459 8 -369.25632 -1614.6163

0.00015031%62 -0.01081305 1 -92.480847 6652.4915



Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 3 , Abgabe: 13.05.2004, 8.00 Uhr

Aufgabe 9: (4 Punkte)

Sei
4 0 2
A= -2 8 2
0 2 —4

(a) Zeigen Sie mit dem Satz von Gerschgorin, dass A genau einen Eigenwert mit nega-
/] tivem Realteil hat.

(b) Bestimmen Sie drei paarweise disjunkte Gerschgorin-Kreisscheiben, in denen jeweils

47 ein Eigenwert von A liegt.

(c) Geben Sie eine mdglichst gute Abschitzung fiir den gréfiten Eigenwert.
A% :
Hinweis zu b) u. c): Betrachten Sie A’ = D™'AD mit D = diag(1,c,1), ¢ > 0.

Aufgabe 10: (6 Punkte)
Gegeben sei die (n x n)-Matrix

Al o)
Al
cn) =
1
o) A

und die (n x n)-Matrix F.

Zeigen Sie: Fiir die Eigenwerte );(¢) der gestorten Matrix C'(\) + eF gilt fiir geniigend
kleines € die Abschétzung

Ai(e) = Al < (14 [|Floo) -

Zeigen Sie durch spezielle Wahl der Matrix F, dass der Fall \;(¢) — X = O(e'/™) tatséchlich
auftritt.

Hinweis: Ahnlichkeitstransformation mit D = diag (1,6, 6%,...,6" 1), 6 = /™. Benutzen
Sie den Satz von Gerschgorin.
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Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 4 , Abgabe: Freitag, den 21.05.2004, 8.00 Uhr

Aufgabe 12: (3 Punkte)
Seien || - ||, und || - ||, Normen auf dem Vektorraum V7 || - ||, sei streng. Zeigen Sie, dass
dann auch die durch ||v]] := ||v]]s + ||v]|s, v € V, definierte Norm streng ist.

Aufgabe 13: (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass der Raum C[—1, 1] beziiglich der Normen || - ||z und || - ||; nicht vollstandig
ist. Untersuchen Sie dazu die Konvergenz der Folge (fy)nen, mit

—1 fir -1<z<-4,
fal@) =< nz fir —2<z<l,
1 fir r<z<1.
Aufgabe 14: (4 Punkte)
Betrachten Sie in V = C[0, 1] mit der Norm || - || die Teilmenge

T ={ueC[0,1] | u(0) =0} .

Zeigen Sie, dass die Folge (un)nen,, uUn(z) = 2™, eine Minimalfolge fiir das Element v € V
mit v(z) = 1 ist, welche nicht gegen ein Element aus T konvergiert.

Aufgabe 15: (4 Punkte)

(a) In dem normierten Vektorraum (V,|| - ||) sei B = {u € V' | |Ju|| < 1} die abgeschlos-
sene Einheitskugel. Man zeige, dass ein Proximum 4 € B an ein Elemegt v € V

gegeben ist durch
G — v , falls ve B
L v/l , falls vgB [°

(b) Sei V =11, versehen mit der Norm ||p|| = |p(0)| + |p(1)|. Bestimmen Sie die Menge
aller Proxima @ € T = I, an das Polynom v(z) = .

Hinweis: Bitte denken Sie an die Abgabe der Programmieraufgabe 8 !
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Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 5 , Abgabe: 27.05.2004, 8.00 Uhr

Aufgabe 16: (4 Punkte)
Seien V = C[~1,1] und f(z) =sin(rz) € V. Man bestimme das Proximum an f aus I,
0 <k < 2, beziiglich der Norm || - |2

(a) iiber die Normalgleichungen;

(b) durch Entwickeln von f nach LEGENDRE-Polynomen.

Aufgabe 17: (4 Punkte)
Gegeben sei der Pra-Hilbertraum (C[—1,1], ]| - ||), dessen Norm durch das innere Produkt
(f,9) = f_ll f(z)g(x)v/1 — z2dx induziert wird. Zeigen Sie, dass die Funktionen

Un(z) = %Sin((n ‘*\'/11)%1;;05(35))

in Orth lsystem bilden. s T T

ein Orthonormalsystem bilden {//‘7 (s Ui 4 /n(x) s
T3Le S cCon- Plpnene 2 A

Aufgabe 18: (4 Punkte) &‘ 7¢che yheme L.

Die periodische Funktion f € C(R) sei definiert durch periodische Fortsetzung von f(z) =
2?2 fiir z € [—7, 7]

(a) Berechnen Sie die FOURIER-Entwicklung von f und skizzieren Sie den Verlauf der
Proxima (19.7) aus span (ug, u1, u2) und span (ug, w1, Uz, U3, Us)-

(b) Berechnen Sie das Proximum an f aus span (1, cos(z), sin(z), cos(2z), sin(2z)) beziiglich
der durch das innere Produkt

(£.9) =3 fleagles) . on= (k1)

k=1 6

induzierten Norm auf R®. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Ergebnis in (a).

Aufgabe 19: (5 Punkte)
Sei V = C[—1,1] versehen mit dem inneren Produkt

(1,9)= [ f@glo)'da
und der Norm || fllz = +/(f, f)-

Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von II, = span{l,z,z%} und bestimmen Sie das
Proximum von z* in II,. Skizzieren Sie das Proximum und die Funktion z*.
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Aufgabe 20: (4 Punkte) , Y é e
Berechnen Sie das Integral : -

1= [ VTRt L/«-1’

mit k2 = 0:84. (I = 4.60262252)

(a) nach der zusammengesetzten Trapezregel mit h = 7/8, ' { ' i w A
T
(b) nach der zusammengesetzten Simpsonregel mit h = /8. Q> : 2 o

Hinweis: Betrachten Sie eine geeignete Transformation von [0, 27] auf [0, Z].

Aufgabe 21: (4 Punkte)

Es sei
1

/ 2 dr =7 = 3.14159... .
1+ 22 ‘

0

Bestimmen Sie 7 niherungsweise, indem Sie fiir das angegebene Integral 3 Romberg-
Schritte ausfiihren (Schrittweiten h; = 3,1 =0,1,2,3).

Aufgabe 22: (4 Punkte) :

Die Ableitung f'(z) einer Funktion f(z) soll-durch die Differenzenquotienten
(a) T(h) = 3(f(z + h) — f(z))
(b) T(h) = 5 (f(&+h) — f(z - R))

berechnet werden. Bestimmen Sie f'(1) nach (a) und (b) fiir f(z) = ® mittels Extrapo-
lation zu den Schrittweiten kg = 0.2, h; = 0.1, by = 0.05. ‘

Aufgabe 23: (4 Punkte) :
Sei f € C%[a, b] und T'(%) die zusammengesetzte Trapezregel mit der Schrittweite h = 2.

N 6m
Konstruieren Sie aus 7'(2h) und T'(3h) eine Integrationsformel T'(h), so dass

b

Ph) - / f(@)dz = O(hY)

Q

gilt.
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Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 8 , Abgabe: 24.06.2004, 8.00 Uhr

Aufgabe 26: (4 Punkte)
Das Integral

soll approximiert werden durch den Ausdruck

A(f) = Arf(—1) + Aaf(z1) + Asf(1) .

Bestimmen Sie A, As, A3 und z; € (-1, 1), so dass I(P) = A(P) fiir alle Polynome P
vom Grad < 3 gilt. Zeigen Sie, dass A(f) nicht fiir alle Polynome vom Grad < 4 exakt
ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Basispolynome.

Aufgabe 27: (4 Punkte)

(a) Die Orthogonalpolynome in Cla, b] mit [a, b] = [0, c0) und dem Gewicht w(z) = e™®
heissen LAGUERRE-Polynome L, (z). Bestimmen Sie Ly(z), L1(x), Ls(z) mit dem
SCHMIDT’schen Orthogonalisierungsverfahren.

(b) Bestimmen Sie die Stiitzpunkte x; und die Gewichte A; fiir das GAUSS’sche Inte-

grationsverfahren

s/
L

i

,
AL
(A

R

/eaxf(:v)dx ~ Alf(l'l) + Agf(l'g) .
0

Aufgabe 28: (4 Punkte)
Berechnen Sie fiir n = 2,3 das Integral t A T

mit der Formel von GauB-Legendre mit der Gewichtsfunktion w(z) = 1. Vergleichen Sie
das Ergebnis mit der exakten Ldsung.
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Aufgabe 30: (3 Punkte) .
Losen Sie die logistische Differentialgleichung =) V' (%,/= v, r{; RS L S AR

y =ay—by?, y(0) =1y, (a, b, yo > 0) 2 f‘rf:{ Y é‘lﬂ'J Vom (¥ gt SO

- X. €T

Ei?;asa?ennung der Variablen (s. Aufgabe (29) und’ gebgn Sie dam\s maglpw?-:) v Zy,
: eay (Moby) = T BT ayyy,
Hinweis: Partialbruchzerlegung /=4y (4 27 } re v

y
Aufgabe 31: (14+2+42 Punkte) !
Seien a,b: R — R stetig.

(a) Bestimmen Sie die Losungen der linearen, skalaren und homogenen Differentialglei-
chung 1. Ordnung -

Yy =a(z)y
mittels Trennung der Variablen (s. Aufgabe 29).

(b) Berechnen Sie die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung
y' = a(z)y +b(z).

Machen Sie den Ansatz y(z) = c(z)yn(z), wobei cyx(z) die Losung der homogenen
Differentialgleichung ist (Variation der Konstanten).

(c) Losen Sie die Anfangswertaufgaben

(?) y' =22y, y(0)=2 (i) ¥ = 2zy + z3, y(0) =2

Aufgabe 32: (14+1+1+3 Punkte)
Gegeben sei die Differentialgleichung -

dy
f(z,y)+g(z,y)-— =0 (1)
bzw. in symmetrischer Darstellung

f(z,y)dz + g(z,y)dy = 0 (2)
mit f,g € CY(D), D C R? Gebiet.

(a) Sei z = z(t),y = y(z(t)) = y(t) eine Parameter-Darstellung mit z(tp) # 0. Zeigen
Sie, dass in einer Umgebung von t, gilt:

z,y Losung von (1) < f(z,y)Z+ g(z,y)y =0
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Prof. Dr. H. Maurer SoSe 2004

Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 10 , Abgabe: 08.07.2004, 8.00 Uhr

Aufgabe 34: (34343 Punkte)

(a) Die stetige Funktion f : R**' — R" geniige auf jedem Streifen D, := [—a,a] x R",
a > 0, einer Lipschitzbedingung bzgl. y mit einer von a abh&ngigen Lipschitzkon-
stanten L, > 0. Zeigen Sie, dass die AWA

y’:f(.’l?,’y), y(O) = Yo

fiir alle Anfangswerte yo € R™ genau eine Losung auf ganz R besitzt.
(Hinweis: Satz (26.9))

(b) Zeigen Sie, dass die AWA
Y

2 .
= z°sin 0) =
=147 y,  y(0)=1yo

genau eine Losung auf R besitzt.
(c) Die Funktion f : R**! — R sei stetig differenzierbar und beschrankt:
1f@ )l <MV (2,9) ERXR".
Zeigen Sie: Die Losung der AWA
y=f(zy),  y() =10

existiert in ganz R.

Aufgabe 35: (3+2 Punkte)

(a) Man zeige, dass die Losung der folgenden AWA in dem angegebenen Intervall exi-
stiert:
y=y+e?¥+e®, y0)=0, 0<z<1.

(b) Bestimmen Sie das groBte Existenzintervall I = [0,a], a > 0, welches Satz (26.9)
fiir die Losung der AWA

y’ = :1,'2 + yz , y(O) = O, (RICCATI——DGL)

voraussagt.
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Prof. Dr. H. Maurer SoSe 2004
Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 11 , Abgabe: 15.07.2004, 8.00 Uhr

Die Klausur findet am Freitag, dem 23. Juli, von 13:15 bis 16:15 im M3 statt.
Als Hilfsmittel sind das Vorlesungsskript und ein Taschenrechner zugelassen.
Die Unterlagen zu den Ubungen sind NICHT zugelassen!

Aufgabe 37: (2++4 Punkte)

(a) Die Losung der AWA
t=t'+2> z(0)==x
sei z(t, o). Welcher AWA geniigt die Funktion y(¢,zo) = 2o (¢, 30)?

dzo

(b) Die Losung der parameterabhingigen AWA
t=t+pe®, 2(0)=0, (PeR)
sei z(t,p). Bestimmen Sie die AWA'n fiir die Ableitungen

Oz 0z Oy

Berechnen Sie die Losungen dieser AWA’n explizit fiir p = 0. Berechnen Sie die
TAYLOR-Approximation um py = 0
1
z(t,p) = z(t,0) + py(¢,0) + Epzz(t, 0)

in t = 1/4/2 und p = 1 und vergleichen Sie diese mit dem exakten Wert, z(%, 1) =
0.119275711. ‘

Aufgabe 38: (3 Punkte)
Konstruieren Sie ein Verfahren 2. Ordnung zur Losung der AWA

y=y, y0)=1

mittels des Taylorreihenansatzes (27.6). Vergleichen Sie Ihr Verfahren mit dem EULER-
Verfahren und der exakten Losung.

Aufgabe 39: (3 Punkte)
Zeigen Sie, dass das RUNGE-KUTTA-Verfahren der 3.Stufe

Yerr = Yk + 2(f1(zr, yp) + 4F2(k, i) + f3(k, Ur)),
filze,u) = f(Tr, yx),
folzr,yx) = flme+ 2y + 2fi(ze, wr),
f3(xe,yx) = flzx + h,yx — Rfi(Zk, yx) + 2R fa(Zk, i)

ein Einschrittverfahren der Ordnung p = 3 ist.
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3: Runge-Kutta, m = 5000, lambda = 0.32
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Prof. Dr. H. Maurer SoSe 2004
Ubungen zur Vorlesung Hohere Numerische Mathematik

Ubungsblatt 12 , Abgabe: 22.07.2004, 8.00 Uhr

Aufgabe 41: (4 Punkte)
Die Losung der AWA

y=14+y, y0)=1
ist y(z) = 2e® — 1. Berechnen Sie Ndherungswerte fiir (1) mit dem EULER-Verfahren zu

den Schrittweiten h; = 27¢ (i = 0,1,2,3). Extrapolieren Sie diese Niherungswerte mit
dem Extrapolationsverfahren aus § 24 mit v = 1.

Aufgabe 42: (4 Punkte)
Es soll ein Einschrittverfahren folgender Bauart konstruiert werden:

Yir1 = Yj + h(pf(z5,95) + (1 = ) F(T541, Y541))

Wie muss man g = p(Ah) wihlen, damit y' = Ay, A < 0, exakt integriert wird.

Zeigen Sie:
1+ pz

v =9y, 9=y,

Aufgabe 43: (4 Punkte)
Gegeben sei das lineare MSV

Yirs — Yir1 + Uiz — v5) = R(B(fiz2 — f3) + vfim1)

zur numerischen Losung von v’ = f(z,y). Bestimmen Sie ¢, 8,y € R so, dass das MSV von
3. Ordnung ist. Berechnen Sie dann die Nullstellen des Polynoms p(A\) = A3+ oM — A —q.
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